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Este artigo se prop~oe a expor conceitos de geometria riemanniana e aplica-los a uma esfera em duas di-
mens~oes, a esfera S2, que e a variedade riemanniana mais simples de construir. Assim, esse artigo visa dar
subsdios sucientes aos estudantes de graduac~ao em Fsica para que eles compreendam tais conceitos de geome-
tria com o proposito de facilitar o estudo da teoria da relatividade geral. Da mesma forma, este artigo atende
as necessidades de professores do Ensino Medio que queiram transpor didaticamente a geometria riemanniana
a m de ensinar os avancos obtidos no campo aos estudantes do Ensino Basico. Nesse sentido, introduzimos
conceitos basicos como curvatura e construmos a variedade S2, mostrando que a sua curvatura n~ao e zero. Isso
ilustra o arcabouco teorico da relatividade geral pois mostra como conceitos familiares da geometria euclidiana
s~ao alterados. Como exemplo mostramos como o teorema de Pitagoras e construdo na variedade S2.
Palavras-chave: geometria riemanniana, relatividade geral, tensor metrico.
This article presents concepts of Riemannian geometry and apply them to a two-dimensional sphere, the
sphere S2 , which is the simplest Riemannian manifold. Thus this article is intended to give enough subsidies
to undergraduate students of physics to understand such concepts of geometry in order to facilitate the study of
the general relativity. Similarly, this article is suitable to high school teachers who want to use basics concepts
of Riemannian geometry to talk about the progress made in the eld. In this sense, we introduce the curvature
and dene the manifold S2, showing that its curvature is not zero. This illustrates the theoretical framework of
general relativity and it shows how the familiar concepts in Euclidian geometry change when the geometry is
expanded. As an example we show how the Pythagorean theorem is built on this manifold.
Keywords: Riemannian geometry, general relativity, metric tensor.
1. Introduc~ao
O surgimento das geometrias n~ao-euclidianas encontra-
se na tentativa de resoluc~ao do \Axioma das Parale-
las" [1, 2]. Esse axioma, o quinto proposto por Eu-
clides, diz que por um ponto fora de uma reta pode-
se tracar uma unica paralela a reta dada. Conforme
veremos posteriormente, este axioma e o que distin-
gue a geometria euclidiana das n~ao-euclidianas. Den-
tre os matematicos que arduamente trabalharam na
prova do axioma das paralelas, destaca-se o italiano Gi-
ovanni Gerolano Saccheri, que entre os seculos XVI e
XVII, introduziu conceitos que mais tarde inaugura-
riam a geometria hiperbolica plana. Saccheri imagi-
nou um quadrilatero que possua dois a^ngulos retos e
dois lados opostos de mesmo comprimento. Sua pre-
tens~ao era provar que os dois a^ngulos do quadrilatero
tambem eram retos. Caso ele conseguisse nalizar a sua
demonstrac~ao, teria provado o quinto axioma. Porem,
Saccheri somente conseguiu provar que os a^ngulos eram
congruentes. Em seu trabalho, Saccheri obteve diver-
sos resultados proprios de um geometria n~ao-euclidiana.
Contudo, por n~ao esperar a existe^ncia de outra geo-
metria, deixou de ser condecorado como o fundador
da geometria hiperbolica [3, 4]. Coube ent~ao ao ma-
tematico russo Nikolai Lobachevski publicar um tra-
balho desenvolvendo uma geometria construda sobre
uma hipotese em conito direto com o quinto axioma
de Euclides. Nesta nova geometria, o quinto axioma
deveria ser reescrito como: por um ponto exterior a
uma reta podemos tracar uma innidade de paralelas a
esta reta. Lobachevski entrou para a historia ao mos-
trar que a geometria euclidiana n~ao era a verdade ab-
soluta que se supunha ser. O seu feito intelectual e
uma quebra de paradigma comparado a apresentac~ao
do modelo helioce^ntrico de Copernico. Desde ent~ao, as
geometrias n~ao-euclidianas passsaram a ser formaliza-
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das, bem como tornaram-se ingredientes fundamentais
na construc~ao de teorias fsicas.
Dentre as propostas de geometrias n~ao-euclidianas,
destaca-se a geometria riemanniana. Investigar a ori-
gem desta geometria signica recontar parte da historia
do matematico alem~ao Carl Friedrich Gauss [5]. Em
meados de 1820, o governo de Hanover contratou Gauss
para supervisionar um levantamento topograco neste
reino Germa^nico. Na execuc~ao de tal projeto, Gauss se
perguntou se havia possibilidade em determinar a forma
da Terra a partir das medic~oes realizadas. Essa simples
indagac~ao levou Gauss a introduzir o conceito de cur-
vatura e generalizar os conceitos do calculo diferencial
e integral sobre espacos distintos do Rn. Este traba-
lho, embora tenha consumido um consideravel perodo
de sua vida, estimulou-o a conceber uma obra prima
intitulada Investigac~oes Gerais de Superfcies Curvas,
publicada em 1827. Nesta obra, Gauss vai alem das
ideias incipientes sobre parametrizac~ao ja propostas por
Euler e introduz conceitos fundamentais no panorama
da geometria diferencial. Um desses conceitos, talvez
o mais essencial, e a noc~ao de curvatura gaussiana.
Nesse contexto, Gauss demonstrou o importante Te-
orema Egregium, o qual atesta que a curvatura gaussi-
ana e invariante sob uma deformac~ao isometrica. O
teorema destacado introduz o conceito de geometria
intrnseca, ou seja, pode-se estudar a geometria de
uma superfcie operando exclusivamente na propria su-
perfcie. Na seque^ncia, coube ao estudante de douto-
rado de Gauss, o matematico alem~ao Bernhard Rie-
mann, a tarefa de organizar e generalizar as ideias ja
desenvolvidas na eminente geometria. Nesse sentido,
em 1854, Riemann apresentou o trabalho As hipoteses
sobre as quais se baseiam os fundamentos da geometria
como requisito para a admiss~ao como docente na Uni-
versidade de Gottingen. Em seu trabalho, Riemann
aprofundou o conceito de geometria intrnseca, intro-
duziu o conceito de metrica Riemanniana, o que pas-
sou a ser o objeto fundamental numa geometria n~ao-
euclidiana. A partir da noc~ao de metrica, Riemann
tambem introduziu a noc~ao de geodesica, as quais se-
riam as curvas que localmente minimizam dista^ncias
entre pontos. Com esses novos conceitos, as noc~oes de
comprimento de curva, curvatura e area passaram a ser
vistos como objetos intrnsecos, dependentes apenas da
metrica. Alem disso, o trabalho de Riemann unicou as
geometrias euclidiana e n~ao-euclidianas. Dessa forma,
pode-se armar que no bojo da geometria riemanni-
ana o quinto axioma de Euclides e substitudo por: por
um ponto fora de uma reta n~ao podemos tracar ne-
nhuma paralela a reta dada [6{8]. Posterior aos desen-
volvimentos de Riemann, Elwin Christoel, publicou
um trabalho que generalizava a teoria de superfcies
de Gauss. Christoel introduziu elementos conhecido
como smbolos de Christoel e o tensor de curvatura de
Riemann, formulando assim a base dos metodos invari-
antes em geometria riemanniana.
Umas das conseque^ncias naturais do desenvolvi-
mento deste novo paradigma geometrico e topologico
foi a sua aplicac~ao no desenvolvimento e aprimoramento
de teorias fsicas. Um exemplo desta aplicac~ao, e tal-
vez o mais conhecido, seja o advento da relatividade
geral [9]. A apresentac~ao desta teoria foi iniciada por
Einstein juntamente com o matematico alem~ao Marcel
Grossman em 1916. O mais relevante pressuposto e
a interpretac~ao geometrica da gravidade: a densidade
de materia numa certa regi~ao, e portanto a intensidade
do campo gravitacional e proporcional a curvatura do
espaco-tempo. Este espaco-tempo curvo e tambem qua-
dridimensional, no sentido que, na matematizac~ao de
sua teoria, Einstein utilizou a geometria riemanniana.
Um elemento essencial na relatividade geral e o tensor
metrico, que alem de descrever a geometria do espaco-
tempo, tambem desempenha o papel de campo gravi-
tacional. Desde ent~ao, a teoria da relatividade geral
tornou-se um dos pilares da fsica, de forma que para
investigar a natureza no a^mbito da gravitac~ao e da cos-
mologia, por exemplo, e indispensavel conhece^-la [10].
Assim o advento da teoria da relatividade geral re-
sultou em uma mudanca de paradigma. Ou seja, foi
a primeira vez que uma geometria n~ao-euclidiana foi
usada para descrever um sistema fsico. Um dos pri-
meiros grandes triunfos dessa teoria, e portanto da ge-
ometria na fsica, foi o calculo correto do avanco do
perielio de Mercurio. Ha muito ja se sabia que o pla-
neta Mercurio mostrava um comportamento ano^malo.
O ponto mais perto do sol em sua trajetoria n~ao e xo,
ou seja ha uma mudanca lenta e gradual da posic~ao
do seu perielio. Muito embora este efeito n~ao ocorra
em sistemas Newtonianos de dois corpos, a presenca
de outros planetas no sistema solar poderia causar esta
precess~ao. O perielio de Mercurio, porem, apresentava
um desvio signicativo do que era calculado usando gra-
vitac~ao Newtoniana. Chegou-se a conjecturar que esse
comportamento era devido a presenca de um planeta
muito proximo ao sol, apelidado de Volcano, mas nunca
observado. Coube a relatividade geral explicar corre-
tamente esse comportamento. A correc~ao relativstica
da equac~ao newtoniana da trajetoria foi observada com
incrvel acuracia e, uma vez tendo sido submetida a um
teste experimental e provando-se ecaz na explicac~ao
dos feno^menos observados, comecou-se a vericar expe-
rimentalmente as outras previs~oes dessa teoria. Uma
dessas previs~oes e que a luz n~ao de desloca sempre em
linha reta, podendo descrever uma trajetoria curva de-
vido a presenca do campo gravitacional que se traduz
em curvatura do espaco. Essa caracterstica foi obser-
vada por astro^nomos brita^nicos em expedic~oes a Africa
e Sobral-CE no Brasil. Ou seja, grandes distribuic~oes
de materia curvam o espaco a sua volta, o que forca a
luz a percorrer um espaco curvo nas suas imediac~oes.
Esse feno^meno e chamado de lente gravitacional. A luz
se curva pois ela segue o caminho de menor energia, ou
seja, a geodesica do espaco, que n~ao necessariamente e
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uma reta. Outra previs~ao interessante da teoria e o que
se chama de buraco negro. Os buracos negros s~ao es-
truturas geometricas cuja forca gravitacional e t~ao forte
que nem mesmo a luz escapa de sua ac~ao. Os bura-
cos negros nunca foram observados, mas ha evide^ncias
fortssimas de sua existe^ncia.
Tendo em vista a releva^ncia da geometria riemanni-
ana na concepc~ao de teorias fsicas, em especial, na teo-
ria da relatividade geral, o presente trabalho apresenta
uma revis~ao, de carater pedagogico, de elementos desta
geometria. A nossa analise sera restrita a geometria da
superfcie da esfera. Embora seja um sistema particu-
lar, nossa analise n~ao perdera generalidade. Alem disso,
a metodologia que sera apresentada trara um bom ma-
terial de apoio, principalmente para aqueles que far~ao
uma primeira leitura sobre o tema. Por ter uma na-
tureza de revis~ao, apresentamos varias refere^ncias uteis
aqueles que se iniciam na area.
A apresentac~ao esta disposta da seguinte maneira:
na sec~ao 2 introduzimos os conceitos basicos de geome-
tria riemanniana. Na sec~ao 3 apresentamos a variedade
na qual aplicaremos tais conceitos basicos, assim intro-
duzimos a metrica da esfera em duas dimens~oes. Na
sec~ao 4 calculamos o tensor de Ricci para essa varie-
dade e mostramos que ela e n~ao-euclidiana. Com isso
calculamos e resolvemos as equac~oes que determinam
a curva geodesica na sec~ao 5. Mostramos como ob-
ter o teorema de Pitagoras nessa variedade na sec~ao 6,
bem como o respectivo limite euclidiano. Finalmente
na ultima sec~ao, apresentamos nossas conclus~oes.
2. Conceitos basicos
O ponto de partida para uma discuss~ao da geometria na
superfcie da esfera, que denominaremos de esfera S2,
e o conhecimento dos conceitos de variedade, tensor,
metrica e curvatura. A variedade e denida por meio de
uma associac~ao entre dois conjuntos de elementos. As-
sim um zoologico pode ser considerado uma variedade,
pois nessa estrutura cada especie de animal e disposta
em um espaco fsico especco. Ent~ao existe uma asso-
ciac~ao unica entre cada especie e sua jaula [11]. Quando
lidamos com sistemas fsicos tal associac~ao pura n~ao
e suciente. A fsica faz previs~oes a respeito de um
dado movimento, para tanto e necessario um sistema
de coordenadas. Ent~ao para formalizar o estudo de um
movimento necessita-se de uma associac~ao entre cada
ponto do espaco real e um dado conjunto de coorde-
nadas. Portanto precisamos de uma variedade mais
especca: a variedade topologica. Tal variedade vin-
cula cada ponto da variedade a um ponto de um espaco
euclidiano Rn. Isso signica que localmente uma va-
riedade topologica e um espaco Rn. Em muitos des-
ses sistemas fsicos usamos um sistema de coordena-
das adequado a simetria do problema. Por exemplo o
problema de Kepler e imensamente facilitado pelo uso
de coordenadas esfericas em detrimento de coordena-
das cartesianas. Portanto e um fato que as grandezas
fsicas alteram seu valor quando usamos sistemas de
coordenadas diferentes. Ent~ao devemos usar estruturas
matematicas na variedade topologica que formalizem
e contemplem tais mudancas. Essas estruturas s~ao os
chamados tensores. Vamos deni-los por suas proprie-
dades de transformac~ao. Essencialmente existem dois
tipos de tensores, os covariantes e os contra-variantes.
Uma transformac~ao covariante e a mesma que as com-
ponentes de uma derivada sofrem, enquanto uma trans-
formac~ao contra-variante e a mesma operada por uma
diferencial. Ent~ao o produto entre esses dois tipos de
transformac~oes geram uma quantidade invariante. A
ttulo de ilustrac~ao vamos introduzir a notac~ao usada
nesse artigo atraves do conhecimento de vetores.
De maneira geral um vetor e escrito como o so-
matorio de componentes multiplicadas por uma base.
As componentes e a base individualmente se alteram
quando mudamos o sistema de coordenadas, mas o ve-
tor em si n~ao. Portanto temos que usar uma com-
binac~ao de quantidades covariantes com aquelas co-
variantes. Assim e necessario distinguir tais quan-
tidades [12]. Vamos denotar quantidades covarian-
tes por meio do ndice embaixo da quantidade, diga-
mos V, enquanto as co-variantes ser~ao denotadas por
V . Essas quantidades se transformam da seguinte ma-
neira, quando mudamos um sistema de coordenadas


















V e  V e ; (2)
onde e e a base vetorial e V
 s~ao as componentes do
vetor. Aqui introduzimos uma nova notac~ao: ndices
repedtidos signicam um somatorio. Essa e a chamada
notac~ao de Einstein.
O produto escalar entre dois vetores gera um inva-
riante, ou seja
hV;Wi = hV e;W ei
= V W  he; ei
= V W g ; (3)
onde usamos g = he; ei, ent~ao W = W g , uma
vez que um invariante deve ser escrito como o produto
de quantidades covariantes e contra-variantes. Como
vemos a quantidade g , chamada de metrica, rela-
ciona essas duas quantidades. A metrica transforma
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quantidades covariantes em contra-variantes e vice-
versa. A palavra metrica tem sua origem na aferic~ao
de dista^ncias no espaco, por exemplo a metrica de uma
poesia se refere ao espacamento do som das palavras e
assim pode-se construir poesias em que a cade^ncia das
palavras transmite o sentimento do poeta. Ent~ao usa-
mos a metrica para calcularmos o produto escalar entre
dois diferenciais de comprimento vetoriais. Ou seja
ds2 = gdx
dx ; (4)
isso signica que a metrica determina o invariante de
comprimento do espaco. De maneira geral um tensor
covariante de ordem n se transforma como n vetores co-
variantes, o mesmo vale para tensores contra-variantes.
Podemos ter tambem uma combinac~ao dos mesmos.
Assim a metrica e um tensor covariante de ordem 2.
A metrica inversa g e um tensor contra-variante de
ordem 2.
Um exemplo interessante de elemento de linha n~ao-
euclidiano e aquele com assinatura Lorentziana. A
ge^nese de tal elemento de dista^ncia quadratico esta nas
chamadas transformac~oes de Lorentz que deixam a velo-
cidade da luz invariante. Nesse contexto temos drdt = cn,
ou seja
dr2 = c2dt2
dr2   c2dt2 = 0 ; (5)
isso signica que a luz e descrita por um elemento de
linha nulo. Ent~ao e possvel denir um elemento de li-
nha geral ds2 =  c2 + dx2 + dy2 + dz2 que descreve
movimentos com velocidade abaixo, igual ou maior que
a velocidade da luz. O espaco denido por tal elemento
de linha e conhecido como Espaco de Minkowski e a es-
trutura denida por ds2 = 0 e chamada de cone de luz.
Consequentemente, atraves de um formalismo muito si-
milar do utilizado ao longo deste trabalho, e possvel
descrever uma transformac~ao de referencial que se da
na teoria da relatividade restrita em termos de uma
estrutura geometrica tal qual o espaco de Minkowski,
entretanto o nosso foco nesse artigo e distinto desse.
No espaco euclidiano de tre^s dimens~oes, que nos e
mais familiar, podemos transportar um vetor paralela-
mente em qualquer ponto do espaco, assim e possvel
fazer operac~oes como adic~ao e subtrac~ao de vetores em
diferentes pontos do espaco, isso inui diretamente na
denic~ao de derivadas. Essa propriedade n~ao e obser-
vada em uma variedade de carater geral, de sorte que
devemos construir um processo para transportar parale-
lamente um campo tensorial. Consideremos um campo
tensorial A, tal campo tensorial e func~ao das coordena-
das x. Tomemos pois dois pontos innitesimalmente
proximos, supomos que o campo tensorial se altera se-
gundo
A =   Adx ;
sob transporte paralelo, conforme a Fig. 1.
Figura 1 - Transporte paralelo.
A quantidade   e conhecida como a conex~ao da
variedade. Isso signica que o campo tensorial se al-
tera por uma combinac~ao linear do diferencial das co-
ordenadas e do proprio campo tensorial sob transporte
paralelo. Entretanto existe outra mudanca no campo:






Assim o campo tensorial se altera de uma maneira total









= rAdx ; (6)
onde denimos rA = @A+ A, com a notac~ao
@A
  @A@x . Assim com essa notac~ao e possvel deni-
r uma nova derivada que se transforma como um ten-
sor cujas componentes s~ao dadas por rA, conhecida
como derivada covariante. A derivada covariante gene-
raliza a noc~ao de operador \r" em uma geometria eu-
clidiana, de tal forma que pode ser usada para estabele-
cer gradiente, laplaciano, rotacional e divergente. Cla-
ramente a derivada parcial de um campo tensorial n~ao
se transforma como um tensor, mas a sua combinac~ao
com a conex~ao deve obedecer essa lei de transformac~ao.

















o que n~ao e um tensor. Dessa forma a conex~ao se en-
quadra como um novo objeto da variedade, tal objeto
determina de certa forma a geometria da variedade em
que o movimento se da.
Vamos analisar quais conseque^ncias surgem da
hipotese de um tensor alterar suas componentes quando
paralelamente transportado em um circuito fechado,
conforme a Fig. (2) [13].
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Figura 2 - Curvatura.
Como exemplo podemos considerar um campo ve-
torial tangente a uma famlia de curvas na variedade.








tal integral pode ser reescrita utilizando o teorema de
































R  = @ 

   @  +         (9)
e uma quandidade tensorial, conhecida como curvatura
ou tensor de Riemann. Tal ideia e uma generalizac~ao
da curvatura gaussiana. Vemos, pois, o signicado de
curvatura: ela mede o quanto um campo tensorial se
altera apos percorrer um circuito fechado sobre a vari-
edade. Esse signicado tem um carater geometrico, do
ponto de vista algebrico a curvatura esta relacionada
com a n~ao comutatividade da derivada covariante.
Como vimos ate aqui o conceito de variedade e am-
plo e vai se especializando conforme a necessidade de
se formalizar conceitos fsicos. Quando lidamos com a
curvatura esse processo n~ao e diferente, pois tal quanti-
dade dene a geometria com a qual trabalhamos. Ent~ao
dentre as varias possveis geometrias, vamos tratar com
a Riemanniana. Essa geometria e estabelecida quando
calculamos a curvatura a partir de uma conex~ao es-
pecca: os chamados smbolos de Christoel. Essa
conex~ao e obtida quando impomos a condic~ao de me-
tricidade, que e o anulamento da derivada covariante da
metrica. Assim e possvel isolar os smbolos de Chris-
toel na equac~ao denida pela condic~ao de metricidade,




(@g + @g   @g) : (10)
Essencialmente a condic~ao de metricidade garante que
o instrumento com o qual se mede dista^ncias, por exem-
plo uma regua, n~ao muda a medida em que se efetua a
aferic~ao.
Como foi estabelecido atraves da ideia de transporte
paralelo, um campo tensorial de ordem um altera sua
direc~ao quando deslocado ao londo da variedade. Ent~ao
um indagamento surge imediatamente: e possvel que
um vetor se desloque em uma determinada direc~ao sem
se modicar? Em outras palavras, estamos procurando
uma curva em que o campo vetorial e auto-paralelo
quando o mesmo se desloca na curva. Portanto esta-
mos procurando a soluc~ao da equac~ao rA = 0 para
um campo vetorial caracterstico da curva. Essa curva
pode ser parametrizada pelo invariante de dista^ncia,
s =
R
ds, e o campo vetorial em quest~ao pode ser to-
mado como o vetor tangente a curva. E interessante
notar que sem perda de generalidade A poderia ser
o vetor normal. Consequentemente queremos estabele-
cer uma curva no espaco, x(s), cujo vetor tangente,
A = dx










= 0 : (11)
Essa e a conhecida equac~ao da geodesica.
Nas proximas sec~oes utilizaremos esses conceitos
basicos aplicados a uma esfera de duas dimens~oes com
o intuito de ilustrar o funcionamento de tais ideias. Isso
permite que esse conteudo possa ser transposto por pro-
fessores do Ensino Medio, aproximando os alunos dos
mais recentes descobrimentos da fsica teorica.
3. A metrica da esfera S 2
Como visto na sec~ao anterior o tensor metrico pode ser
obtido a partir do elemento de linha na Eq. (4) que
descreve a superfcie esferica. Para esse m, considera-
remos uma esfera de raio a. Utilizaremos um sistema
de coordenadas esferico cujo a^ngulo polar e represen-
tado por  e o a^ngulo azimutal e representado por ,
conforme esta representado na Fig. 1. Com isso, o
quadrado da dista^ncia entre dois pontos innitamente
vizinhos (elemento de linha) e descrito por
ds2 = a2(d2 + sin2 d2): (12)
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Para justircarmos o elemento de linha acima parti-
mos de uma mudanca de coordenadas cartesianas para
esfericas em tre^s dimens~oes, ou seja
x = r sin  cos ;
y = r sin  sin ;
z = r cos  ;
que nada mais e do que uma transformac~ao x ! x0,





0 . Assim basta fazer r = a que chegamos
na express~ao (12). De certa forma, podemos armar
que o conhecimento do elemento de linha num certo
espaco dene a metrica deste espaco. Ent~ao, uma vez
que g11 = a
2, g12 = 0, g21 = 0 e g22 = a
2 sin2 , deduzi-





0 a2 sin2 

: (13)
Note que temos um tensor metrico diagonal. Este ten-
sor n~ao pode ser escrito com elementos constantes em
nenhum sistema de coordenadas. Isso signica, num
dicionario proprio da geometria riemanniana, que esta-
mos analisando, de fato, uma variedade riemanniana.
4. O Tensor de Ricci
O tensor de Ricci e denido a partir do tensor de Rie-





Este tensor e um elemento fundamental na descric~ao da
geometria de qualquer variedade. Evidentemente usa-
mos o tensor metrico, denido na sec~ao anterior, para
calcular os smbolos de Christoel e ent~ao a curvatura.
Quando o tensor de Ricci (ou de Riemann) e nulo, dize-
mos que estamos numa variedade plana. Um exemplo
de variedade plana e o espaco euclidiano. Conforme ve-
remos adiante, este tensor e fundamental na teoria gra-
vitacional de Einstein. Contudo, antes de calcularmos
o tensor de Ricci, precisamos encontrar as conex~oes,
ou seja, os smbolos de Christoel, os quais s~ao da-
dos pela Eq. (10). E facil notar que as conex~oes s~ao
simetricas em relac~ao aos dois ndices inferiores, isto




. E instrutivo lembrar que
g = (g)
 1, ou seja, gg = . As conex~oes s~ao
determinadas a partir de derivadas parciais da metrica.
Invertendo a matriz g , encontramos
1=a2 0
0 1=(a2 sin2 )

:
Assim ca claro que estamos trabalhando em duas di-
mens~oes e os ndices variam entre 1 e 2. Usando es-
sas quantidades, podemos calcular os elementos da co-
nex~ao, aqueles n~ao-nulos s~ao dados por
 122 =   sin  cos  ;
 212 = cot  : (14)
De posse das conex~oes, podemos calcular os elementos
do tensor de Ricci, os n~ao-nulos s~ao escritos como
R11 = 1 ;
R22 = sin
2  : (15)
Na seque^ncia, podemos calcular o escalar de Ricci, que
e dado pela equac~ao
R = gR : (16)
Com isso, obtemos para a variedade em quest~ao
R = 2=a2 :
Um tensor de Ricci diferente de zero implica que a va-
riedade dada e, de fato, n~ao-euclidiana. Isso signica
que podemos estudar as curvas geodesicas que n~ao s~ao
trivialmente dadas por retas.
5. Geodesicas
Um dos ingredientes fundamentais deste trabalho s~ao as
geodesicas. Uma vez conhecidas o conjunto de equac~oes
que estabelecem a curva geodesica podemos aplica-lo
esfera em duas dimens~oes. Tal conjunto de equac~oes e
dado pela Eq. (11). Vemos ent~ao que para o espaco
euclidiano a soluc~ao e dada por uma reta, uma vez que
as conex~oes s~ao nulas. Para a variedade em quest~ao,
obtemos as seguintes equac~oes diferenciais:
d2
ds2














Com o intuito de procurar soluc~oes para tais equac~oes,












sin2  = k; (19)
onde k e uma constante.
Restringiremos as nossas geodesicas para que sejam
parametrizadas por comprimento de arco conforme dis-
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= sin2 (k 2 sin2    1); (20)
o que nos leva a





k 2 sin2    1
: (21)
Resolvendo a Eq. (21), chegamos a
cot = 
p
k 2   1 cos(  0):
Tomando c1 =
p
k 2   1 cos(0) e c2 =p
k 2   1 sin(0), chegamos a
cot = (c1 cos+ c2 sin): (22)
Escrevendo a Eq. (22) em coordenadas cartesianas, ob-
temos
z = (c1x+ c2y): (23)
A Eq. (23) representa planos que passam pela origem.
Assim, podemos concluir que, na superfcie esferica,
as geodesicas s~ao subconjuntos da intersec~ao da su-
perfcie da esfera com um plano que atravessa a origem.
Ou seja, as geodesicas s~ao arcos ao longo de grandes
crculos.
6. Teorema de Pitagoras em S2
Nesta sec~ao, mostraremos como e escrito o teorema de
Pitagoras na superfcie esferica. Um resultado interes-
sante e que no limite euclidiano (a ! 1), obtemos
o teorema de Pitagoras trivial. Antes de iniciarmos
essa discuss~ao, temos que entender como calculamos
dista^ncias nessa variedade. Para isso, reescrevamos a





sin2 (sin2  + sin2 0)
d; (24)
onde foi tambem utilizada a Eq. (21). A soluc~ao da
integral dada na Eq. (24) e dada por
s = a arccos [cos(   0) sin 0 sin  + cos  cos 0] :
(25)
A ultima equac~ao perimite-nos calcular dista^ncias
entre dois pontos sobre a variedade. Nessa perspec-
tiva, podemos deduzir o teorema de Pitagoras na esfera
S2. Para essa nalidade, tomemos tre^s pontos, A, B
e C, n~ao-alinhados sobre a superfcie da esfera. Es-
ses pontos formam um tria^ngulo cujos lados s~ao cur-
vas, conforme esta representado na Fig. (3). Deno-
taremos os comprimentos dos lados como: x = BC,
y = AC, z = AB. Sem perda de generalidade, tome-
mos o lado z sobre o equador, ou seja,  = =2. Dessa
forma, o a^ngulo entre os lados AC e AC e reto e, as-
sim, o tria^ngulo e reta^ngulo. Considere que a nossa
esfera esteja centrada na origem O do eixo de coorde-
nadas. Se OB, OA e OC s~ao os vetores que ligam
a origem aos vertices do tria^ngulo coniderado, ent~ao
as suas coordenadas s~ao (cos(z=a); 0; sin(z=a)), (a; 0; 0),
(cos(y=a); sin(y=a); 0) respectivamente. Logo, o cosseno
do a^ngulo entre os vetores OB e OC e dado por
cos(x=a) = hOB;OCi; (26)
onde hF;Gi representa o produto interno euclidiano en-
tre os vetores F e G. Com isso, chegamos ao resultado
cos(x=a) = cos(y=a) cos(z=a): (27)
A Eq. (27) representa o teorema de Pitagoras na esfera
S2. Observe que podemos reescreve^-la como
x = a arccos(cos(y=a) cos(z=a));
conrmando a express~ao dada na Eq. (25).
Figura 3 - Tria^ngulo esferico.
Um aspecto muito interessante aparece quando ex-












































+ : : : (28)
Tomando a ! 1 na Eq. (28), ou seja, fazendo o raio
da esfera tender ao innito, obtemos
x2 = y2 + z2;
que e o Teorema de Pitagoras numa variedade plana.
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7. Uma rotina MAPLE para visua-
lizac~ao das geodesicas
Os conceitos geometricos abordados neste trabalho po-
dem ser de difcil visualizac~ao, especialmente o formato
das geodesicas. A soluc~ao da equac~ao da geodesica e
dada como um plano que passa pela origem, mas a vi-
sual] da intersec~ao deste plano com a superfcie esferica
pode ser complicada para o aluno inexperiente. A popu-
larizac~ao da computac~ao algebrica traz um novo recurso
para a apresentac~ao deste conteudo que pode simplicar
bastante este aprendizado. O que segue e um worksheet
do MAPLE que parte da denic~ao de dista^ncia so-
bre a esfera bidimensional, minimiza a mesma atraves
da equac~ao de Euler-Lagrange e plota a intersec~ao da
soluc~ao da equac~ao obtida com a esfera, de modo que















>intersectplot(x^2+y^2+z^2 = 1, subs(_C1=1,_C2=0,Eq12),
x = -1 .. 1, y = -1 .. 1, z = -1 .. 1, axes = box, thickness = 2, orientation = [70, 40]):
>plots[display](%, plottools[sphere]([0, 0, 0], 1));
d
Um exemplo de gura gerada pelo MAPLE atraves
desta rotina e mostrada na Fig. 4.
Figura 4 - Resultado do worksheet Maple: geodesica da esfera.
8. Conclus~oes
Neste artigo, abordamos conceitos basicos de geome-
tria riemanniana aplicados a uma esfera bidimensional.
Usualmente a fundamentac~ao matematica para a teoria
da relatividade geral ca distante dos alunos do comeco
da graduac~ao em fsica, assim nesse trabalho pudemos
expor tal conteudo de maneira a contemplar esses es-
tudantes. A esfera S2 e a variedade mais simples em
que a geometria riemanniana pode ser exemplicada.
Dessa forma, os calculos de conex~oes e derivadas co-
variantes podem encontrar paralelo com o conteudo de
disciplinas basicas como calculo diferencial e integral de
varias variaveis. Nesse mesmo sentido, professores do
Ensino Medio podem transpor didaticamente os con-
ceitos inerentes a relatividade geral para para as aulas
de fsica e matematica, mostrando a interdepende^ncia
entre esses ramos do conhecimento. Essa abordagem
matematica e necessaria para o ensino de relatividade
geral no Ensino Medio, o que normalmente n~ao acon-
tece, cando restrito o conteudo a relatividade restrita.
Claro que o formalismo matematico deve ser diludo,
mas isso n~ao pode justicar a privac~ao a que os estu-
dantes est~ao sujeitos no que se refere a uma parte da
fsica que permanece na fronteira do conhecimento hu-
mano.
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